
Lycée Schuman Perret

Octobre 2023 Corrigé de la série d’exercices No 3 Cira 2

EXERCICE 1 Calculer les transformées des fonctions suivantes :

• f1(t) = U(t− 3) donc F1(t) =
1

p
e−3p

• f2(t) = 4 U(t− 2) donc F2(t) =
4

p
e−2p

• f3(t) = (t− 1) U(t− 1) donc F3(t) =
1

p2
e−p

• f4(t) = t U(t)− (t− 4) U(t− 4) donc F4(t) =
1

p2

(

1− e−4p
)

• f5(t) = sin
(

t− π
4

)

U
(

t− π
4

)

donc F5(t) =
1

p2 + 1
e−pπ

4

• f6(t) = e−8(t−1) U(t− 1) donc F6(t) =
1

p+ 8
e−p

• f7(t) = t U(t− 1)= (t− 1 + 1)U(t− 1) = (t− 1)U(t− 1) + U(t− 1) donc F7(t) =
1

p2
e−p +

1

p
e−p

EXERCICE 2 Retrouver les originaux des transformées suivantes :

• F1(p) =
1

p2
e−3p donc f1(t) = (t− 3)U(t− 3)

• F2(p) =
1

p
e−p/2 donc f2(t) = U

(

t− 1
2

)

• F3(p) =
1

p
(1− e−p) donc f3(t) = U(t)− U(t− 1)

• F4(p) =
2

p2
(1− 2e−p + e−2p) donc f4(t) = 2tU(t) − 4(t− 1)U(t− 1) + 2(t− 2)U(t− 2)

EXERCICE 3 Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre les problèmes différentiels suivants :

1. y′ + 3y = U(t)− U(t− 1) sachant que y(0) = 5

Étape1 : on transforme

L’équation différentielle avec sa condition initiale devient : pY − 5 + 3Y =
1

p
−

1

p
e−p

Étape2 : on isole Y

On a : (p+ 3)Y = 5 +
1

p
×

(

1− e−p
)

Puis Y =
5

p+ 3
+

1

p(p+ 3)
×

(

1− e−p
)

Étape3 : on décompose le terme G(p) =
1

p(p+ 3)
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G(p) =
1

p(p+ 3)
=

A

p
+

B

p+ 3

A = lim
p→0

p×G(p) =
1

3
= A+ 0

B = lim
p→−3

(p+ 3)×G(p) = −
1

3
= 0 +B

Finalement : G(p) =
1

3

1

p
−

1

3

1

p+ 3

Puis Y =
5

p+ 3
+

(

1

3

1

p
−

1

3

1

p+ 3

)

×
(

1− e−p
)

Étape4 : on reconnâıt les originaux

y(t) = 5e−3tU(t) +
(1

3
U(t)−

1

3
e−3tU(t)

)

−
(1

3
U(t− 1)−

1

3
e−3(t−1)U(t− 1)

)

Simplifions cette expression suivant les intervalles où se trouve t

• Si t < 0 alors U(t) = 0 et U(t− 1) = 0

donc y(t) = 0

• Si 0 6 t < 1 alors U(t) = 1 mais U(t− 1) =

0

y(t) = 5e−3t +
1

3
−

1

3
e−3t

donc y(t) =
14

3
e−3t + 1

3

• Si t > 1 alors U(t) = 1 et U(t− 1) = 1

y(t) = 5e−3t +
1

3
−

1

3
e−3t −

1

3
+
1

3
e−3t+3

y(t) =
14

3
e−3t +

1

3
e−3t+3

donc y(t) =
1

3
e−3t(14 + e3)

0 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25

0

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

1.75

2.00

2.25

2.50

2.75

3.00

3.25

3.50

3.75

4.00

4.25

4.50

4.75

5.00

t

y(t)

2. y′ + 2y = (t− 1)U(t− 1) sachant que y(0) = 0

Étape1 : on transforme

L’équation différentielle avec sa condition initiale devient : pY − 0 + 2Y =
1

p2
e−p

Étape2 : on isole Y

On a : (p+ 2)Y =
1

p2
× e−p

Puis Y =
1

(p+ 2)p2
× e−p
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Étape3 : on décompose le terme G(p) =
1

p2(p+ 2)

G(p) =
1

p2(p + 2)
=

A

p2
+

B

p
+

C

p+ 2

A = lim
p→0

p2 ×G(p) =
1

2
= A+ 0 + 0

C = lim
p→−2

(p+ 2)×G(p) =
1

4
= 0 + 0 + C

Pour B on calcule lim
p→+∞

p×G(p) = 0 = 0 +B + C donc B = −C = −
1

4

Finalement : G(p) =
1

2

1

p2
−

1

4

1

p
+

1

4

1

p+ 2

Puis Y =

(

1

2

1

p2
−

1

4

1

p
+

1

4

1

p+ 2

)

× e−p

Étape4 : on reconnâıt les originaux

y(t) =
1

2
(t− 1)U(t − 1)−

1

4
U(t− 1) +

1

4
e−2(t−1)U(t− 1)

Simplifions cette expression suivant les intervalles où se trouve t

• Si t < 1 alors U(t− 1) = 0

donc y(t) = 0

• Si 1 6 t alors U(t− 1) = 0

y(t) =
1

2
t−

3

4
+

e2

4
e−2t

3. y′′ + 2y = U(t− 2) sachant que y(0) = 0 et y′(0) = 0

Étape1 : on transforme

L’équation différentielle avec sa condition initiale devient : pY − 0 + 2Y =
1

p2
e−p

Étape2 : on isole Y

On a : p(pY − 0)− 0 + 2Y =
1

p
× e−2p

Puis Y =
1

(p2 + 2)p
× e−2p

Étape3 : on décompose le terme G(p) =
1

p(p2 + 2)

G(p) =
1

p(p2 + 2)
=

A

p
+

Bp+ C

p2 + 2

A = lim
p→0

p×G(p) =
1

2
= A+ 0

pour B et C, on calcule lim
p→i

√
2
(p2 + 2)×G(p) =

1

i
√
2
= 0 +Bi

√
2 + C

Stéphane Le Méteil Page 3 sur 4



Lycée Schuman Perret
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On a alors :
−i
√
2
= Bi

√
2 +C

donc C = 0 en identifiant les parties réelles de chaque côté du signe =

et
−1
√
2
= B

√
2 en identifiant les parties imaginaires. C’est qui donne B =

−1

2

Finalement : G(p) =
1

2

1

p
−

1

2

p

p2 + 2

Puis Y =

(

1

2

1

p
−

1

2

p

p2 + 2

)

× e−2p

Étape4 : on reconnâıt les originaux

On commence par donner l’originale de
1

2

1

p
−

1

2

p

p2 + 2
qui est

1

2
U(t)−

1

2
× cos(t

√
2) U(t)

Que l’on retarde de deux unités de temps. Pour cela on remplace chaque t par un (t− 2)

Cela donne

y(t) =
1

2
U(t− 2)−

1

2
× cos((t− 2)

√
2) U(t− 2)

Simplifions cette expression suivant les intervalles où se trouve t

• Si t < 2 alors U(t− 2) = 0

donc y(t) = 0

• Si 2 6 t alors U(t− 2) = 0

y(t) =
1

2
−

1

2
× cos((t− 2)

√
2)
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