IUT Génie Civil
Mars 2026 Fonctions de plusieurs variables MAT4

EXERCICE 1 Calculer le gradient des fonctions suivantes.

1. Cas simples

f(zy) =2* +y? g(zy) = zy h(xy) = 2 + y?

2. Cas plus élaborés

flay) =2y  glzy)=e**  hzy)=h(’+y?)  pley)=sin(z®y)
3. En dimension 3

flryz)=a> —y* +322  glayz) =22 hlryz) =t

EXERCICE 2 Calculer la dérivée directionnelle des fonctions suivantes au point donné, dans la

direction du vecteur indiqué.

1. Cas simples

flry) =22 +y% A(11), = (1,0)
g(l‘ay) = 12?/7 A(172)7 U= (071)
h(zy) =23 —y? A0,1), uw=(1,1)

2. Cas plus élaborés

f(l',y) = l‘2y, A(171)7 U= (172)
g(zy) =€, A(01), u=(1,1)
h(z,y) = In(3z% +y?), A(1,1

)

1
)7 62(27_1)

EXERCICE 3 Déterminer une équation du plan tangent aux surfaces suivantes au point donné.

1. Cas simples

flry) =2 +9% A(L1)
g(ry) =zy, A(1,2)
h(l’,y) = SL’Q - y27 A<071)

2. Cas plus élaborés

flzy) = 2%y, A(L1)
g(zy) =+, A(0,0)
h(z,y) = In(52% + y%), A(1,1)

3. Interprétation

Pour chacune des fonctions précédentes :
e Calculer le gradient en A.
e Ecrire le plan tangent sous la forme

2= f(A)+ VI(A) ((zy) — A).
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e Interpréter géométriquement le gradient.

EXERCICE 4 Calculer la divergence des champs de vecteurs suivants.

1. Cas simples

—

F(z,y) = (z,y) G(zy) = (zy.a?)

2. En dimension 3

Flzyz2) = (vy2)  Gleyz) =(eyyzze)  Hwyz) = (@ zy?eyz)

EXERCICE 5 Calculer le rotationnel des champs de vecteurs suivants.

1. Cas simples

— —

F(l’,y,Z) = <y7 - SL’,O) G('Tv:%z) = (07’27 - y)

2. Cas plus élaborés

F(z,y,z) = (xy,yz,2x) G(z,y,2) = (zy,yz,zx)

EXERCICE 6 Déterminer les points critiques des fonctions suivantes.

1. Cas simples

flry)=a*+y*+2y+1 g(xy) = x* —y? h(z,y) = zy

2. Cas plus élaborés

f(zy) =2 — 3ay® g(zy) =2 +y*> — 22z — 4y h(zy) = x*y +y°

3. En dimension 3
flay,z) = 2> +y* 4 2° g(xy,2) = xyz

EXERCICE 7 Déterminer la nature des points critiques des fonctions suivantes.

1. Cas simples

flay) =2 +y*  glay)=2"—-y*  hlzy) =-2> -y

2. Cas plus élaborés

flry) =a2* +y* — 20 — 4y g(xy) = x* — 3zy? h(zy) = x* + xy + y°

3. Cas avec fonctions non polynomiales

flry) =" glzy)=I(z®+y?)  h(zy) =sin(z)cos(y)
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Eléments de correction

EXERCICE 1 Eléments de correction : gradient.

1. Cas simples

Vi(zy) = (22,2y)
Vh(zy) = (32%2y)

Vg(zy) = (yz)

2. Cas plus élaborés

= (2zy,2?)
— (2€2x+3y ’362x+3y)

[ 37 2y
o\ a8 42 3 4 g2

= (2zy cos(2?y),x? cos(z?y))

3. En dimension 3

vf('r7y7z> =
Vg(x7y7z) =
Vh(z,y,z) =

(2.1’7 - 2y,62)
(27y*2,32%y°2,2°y%)
(2y621y+4z+1 ’2x621y+4z+1 ’4621y+4z+1)

EXERCICE 2 Eléments de correction : dérivées
directionnelles.

On utilise Dy f(A) = Vf(A) - 4.

flw |l

1. Cas simples

Vf=222y)=Vf(l1)=(22)= Dzf =2
Vg = (2zy,2*) = Vg(1,2) = (4,1) = Dzg =1
Vh = (32%,—2y) = Vh(0,1) = (0,—2) = Dzh =
2

2. Cas plus élaborés

VIil1)=(21)=Daf =2x1+1x2=4
Vg = (ye™,xe™) = Vg(0,1) = (1,0) = Dgg =1
6x 2y
I h(1.1) =
v 3x2+y2’3x2+y2) = VAL

6 2 31 1 5
22 Dih=3—-~=2
(4’4) <22>;$ 57575
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EXERCICE 3 Eléments de correction : plans

tangents.

Formule : z = f(A)+ Vf(A) - ((z,y) — A).

1. Cas simples

FA) =2, VF(1,1) = (22) = 2z =2+2(z—1)+
2y—1)=2x+2y—2
9(12) =2, Vg(12) = (2,1) = z=2+2(x — 1) +
(y—2) =2z +y—2

0,1) = —1, VA(0,1) =

(0,1) = 0, —2) = 2
(y—1)=1-2y

h - —1—
2

2. Cas plus élaborés

fL1) =1, Vf(1L1)=
(y—1) =224y —2
g(0,0)=1,Vg(0,0)=31)=2z=1+3zx+y

B(1,1) = In(6), VA(1,1) (16_02) _ (g%) N

zzln(6)+§(az—1)+%(y—1)

21)=2z=14+2(z—-1)+

EXERCICE 4 FEléments de correction : diver-

gence.

1. Cas simples

divF=1+1=2 divG=y+0=y

2. En dimension 3

divFE=1+1+1=3
divG=y+z+2x
div H = 322 + 2zy + 2y = z(3z + 3y)

EXERCICE 5 Eléments de correction : rotation-

nel.

1. Cas simples

rotﬁ =
rot G =

(0,0, —2)
(—1,0,0)

2. Cas plus élaborés
rot F = (—y, — 2, — 2)
rotG = (—y, — z, — x)
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EXERCICE 6 Eléments de correction : points
critiques.

1. Cas simples

Vi=2z2y+2)=0=(0,—1)
Vg = (22, — 2y) = 0 = (0,0)
Vh = (y,z) = 0= (0,0)

2. Cas plus élaborés

Vf=(32? - 3y? — 6zy) = 0 = (0,0)
Vg = (20 —22y—4)=0= (1,2)
Vh = (2zy,x* + 2y) = 0 = (0,0)

3. En dimension 3

Vf=(2x2y,2z) =0=(0,0,0)
Vg=(yzxz,xy) =0=2z=00uy=00uz=0
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EXERCICE 7 Eléments de correction : nature
des points critiques.

. Cas simples

: point selle en (0,0)

1
f : minimum en (0,0)
9
h : maximum en (0,0)

. Cas plus élaborés

: minimum en (1,2)
: point selle en (0,0)
: minimum en (0,0)

ST

. Cas non polynomiaux

: pas de point critique (non défini en (0,0))
points critiques pour z = § + k7w, y =
km, points selle

3
f : minimum en (0,0)
9
h
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