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EXERCICE 1 Calculer en justifiant les limites des suites suivantes.

2+ 3
un = n3n
2744
Ona lim 3"=+oocet lim 2" = +oo donc lim 2+ 3% =2et lim 2"+4 =400
n—-+o00 n—-+00 n—-+00 n—-+00
donc lim wu, =0
n—-+4o00
w. — Vonil
n T 3+n
NG 5+ % \/D+ % . ; ' 5 )
Onau, = —=X 3 = -3 or lim 5+1=+y5et lim T—Fl:ldonc lim u, =5
\/ﬁ % +1 % +1 n——+o00 n n—+oo VT n——+00
_ 2n°-3n+2
Up = 1-n
: 2 : 2
o 2t 2-0+n
Uy = ; X T =n X T
3", 2 "
or lim 2—2+5=2e¢ lim - —1=-1or lim n=n=+4oco0 donc lim wu, = —00
n——4o00 n n n——4oo " n——4o00 n—-—+oo
32—
Un = =571
. 3-2 342 ek N A 1 5
On a : 21 S Un < 507 Cest a dire 5T S Un < 509
. . =4 ’ N .
or lim == =0et lim =2 =0 donc par théoréme des Gendarmes lim wu, =0
5n+1 5n+1 n
n—-+o0o “ n—-+o0o “ n—-+0o00

EXERCICE 2 Soit S,, la somme des nombres entiers de 1 a n tel que :

Sp=1+4+2+3+-+n

Soit C, la somme des cubes des nombres entiers de 1 a n tel que :

Co=14+2"+3+...4+n°

1. Calculer S, et C,, lorsque n = 1,2,3,4,5. Que pouvons-nous conjecturer ?

n S, C,

1 1 1

28 il semble que C,, = S?
3 6

4 10 100

5 15 225

2. Démontrer par récurrence que :

2 2
wn>10, = L
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Tl2 (n+1)2 99

[0 Soit H, la proposition "C), = —
12 x 22

[0 Pourn=1,ona:C;=1c¢et

[ Soit n un entier naturel non nul pour lequel H,, est vraie

= 1 donc H; est vraie.

pour cet entier n, ona:C’nIM
OrCn+1=Cn+(”+1)3
n2(n+1)2 n2(n+1)%2+4(n+1)3 n+1)2(n?4+4(n+1
donchH:(fJ;)sz(nJrl)g:z(+2)4+(+) :(+)(4+(+)
n+1)2(n2+4n+4 n+1)*(n42
donch+1=(+)(4+ +):(+)i+))

donc H, y; est vraie.
(] H; est vraie et, pour tout n € N*, si H, est vraie alors H,,.; aussi

donc pour tout n € IN*, H, est vraie

C’est a dire pour tout n € N*, on a: C,, = W
s . o . 1 4
EXERCICE 3 On considere la suite (u,) définie par ug = 5 et, pour tout entier n, wu,; = 3 X un+§.
1. Calcul t ! + 3 pui ! + T 2,33
. Qalculer uy et us. vy = -u - = uis ug = —u —= -2,
1 2- U = gto T 3 P 2 =3T3 =3

2. Démontrer que, pour tout entier n,u, > 2.
[0 Soit H, la proposition "u,, > 2”
[0 Pour n =0, on a : ug =5 donc Hj est vraie.
[ Soit n un entier naturel pour lequel H,, est vraie
pour cet entier n, on a : u, => 2
2

donc gun > —

3

QO | W~

puis %un+4 > §+

c’est a dire u, 1 = 2

donc H, 1 est vraie.
(1 H; est vraie et, pour tout n € IN, si H,, est vraie alors H,,,, aussi
donc pour tout n € N, H,, est vraie

C’est a dire pour tout n € IN, on a : u, > 2

3. Montrer que ( u, ) est une suite décroissante.

2 4 2
VnE]N,ona:unH—un:—gun—l—g:—g(un—Q)

2
or u, = 2 donc u, —2 >0 et —g<0doncun+1—un<0doncun+1gun

la suite est donc décroissante.
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4. Montrer que la suite ( u, ) est convergente et déterminer sa limite.
Puisque la suite est décroissante et minorée par 2,
elle converge vers une valeur L qui vérifie L > 2

1 4
D’apres le théoreme des suites monotones bornées, L vérifie L = gL + 3

2 4 4
C’estadire—L:—doncL:—x§:2
3 3 3 2

5. On pose pour tout entier n,v, = u, — 2.

Montrer que (v, ) est une suite géométrique.

En déduire I'expression de v,, en fonction de n.

Lo 2_1( +2) 2 1
gin T3 7273l 3 30

VneN,ona: v, g =uUp1 —2=
: L : 1 :
donc la suite ( v, ) es géométrique de raison g = 3 Par ailleurs vg = ug—2=5—-2=3

1
Onadoncvn:?)x@

6. Soit les deux suites :

Déterminer ’expression de S,, et de T,, en fonction de n.
D’apres le cours, puisque v est une suite géométrique de premier terme 3 et de raison 1

39
l— =i 9
ona:Sn:?)x%fzix(l—sn%)
3

n n 9
Tn:zuk:22+vk:2x(n+1)+§x(k#)
k=0 k=0

7. Déterminer les limites des deux suites ci-dessus.

=0

Puisque ¢ = L vérifie —1 < g< 1,ona lim ¢* =0 donc lim
4 4 3 9 ’ n——400 q n—+oo 3N+l

Par ailleurs : lim n+ 1= +o0
n—-+4oo

9
On adonc lim S,=—-et lim 7, =+
n—-+oo 2 n——+oo
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